LCK可解多様体におけるVaisman構造と複素構造 (部分多様体の幾何学の深化と展開) by 沢井, 洋
Title LCK可解多様体におけるVaisman構造と複素構造 (部分多様体の幾何学の深化と展開)
Author(s)沢井, 洋











Liberal Arts, National Institute of Technology, Numazu College 
1 序章
(M,g, J)をコンパクトなエルミート多様体とするまた， Qを (g,J)の基本2次形式
とする.dfl=w八9を禍たす閉 1次形式 wが存在するとき， (M,g,J)を局所共形ケー
ラー多様体といい，閉 1次形式 wをLee形式というまた， Lee形式wがレビ・チビタ






局所共形ケーラー多様体の例として， Hopf曲面 [25],井上曲面 [23],Kodaira-Thurston 










(M = f¥G, g, J)を複素構造が左不変な局所共形ケーラー可解多様体とし， gをGの
リ一環とするまた，その Lee形式wは左不変な閉 1次形式w。とコホモローグとする
このとき，局所共形ケーラー構造 (g,J)は， w。を Lee形式とする左不変な局所共形ケー
ラー 構造(〈,〉,J)を誘導する [4].(g, 〈，〉，J)を局所共形ケーラー可解リー環という
可解リ一環gに対し，nをその極大べき零イデアルとするこれに関して減少列をとる：
nつn(1)= [n, n]つn(2)= [n, n(l]つ・・・つ n(r)つn(r+l)= 0, 
但し， nい1)= [n,n呵であり， n(r)=/-0とする．
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a上を〈，〉に関する aの直交補空間とする．次が成り立つ：
主定理.[2] (g, 〈,〉， J)を局所共形ケーラー可解リ一環とするこのとき，次は同値で
ある：
1. (〈,〉,J)はVaisman構造である．
2. Jn C [g,g]八但し， r~l のとき n= n(r), r = 0のとき n=[g,gJとする．
べき零多様体である Kodaira-Thurston多様体は Vaisman多様体であり [5],主定理の条
件を満たす．さらに，次が得られる：
系 1.(g, J)を複素構造をもつ可解リ一環とする．このとき， JZE [g,g]を満たす ZE n(r) 
(r~1) が存在するならば， (g,J)はVaisman構造をもたない
系 1より，井上曲面 s+はVaisman構造をもたないことがわかる (cf.[4], [13]). 
系 2.(cf. [10])可解リ一環 gを， g= ct~[g, g], 但し， aは可換な部分リ一環とする．こ
のとき， <limn><limnならば， gはVaisman構造をもたない特に， [g,g]が可換なとき，





多様体 M 上の閉 1次形式 aを用いて，微分形式の作用素 de,:AP(M)→ AP+l(M)を，
daf3 := a I¥ (3 + d(J 
と定義する.aは閉 1次形式より，点 =0を満たす. d』 =0 のとき f3 を O—閉形式
(3 = da"fのときけを心完全形式とそれぞれいう局所共形ケーラー構造の基本 2次形
式 9は，一叫八D+dD=Oを満たすことから， -w-閉形式である．
(M = r¥G, g, J)を複素構造が左不変な局所共形ケーラー可解多様体とし， gをGの
リ一環とするこのとき，その Lee形式 wに対して， w-wo = dfを滴たす左不変な閉1
次形式 w。と M 上のco級関数fが存在すると仮定するこれらを用いて，左不変なべ
クトル場 X,Yに対して，内積を
〈X,Y〉=!□ g(X, Y)dμ, 
M 




命題 2.1.[4] dO。 =Wo 八 0。•
命題2.1より， Gの可解リ一環g上にw。を Lee形式とする局所共形ケーラー構造(〈,〉,J) 
が誘導される (g,〈,〉，J)を局所共形ケーラー可解リ一環という
Vaisman多様体について，次が成り立つ：
定理 2.2.[1]コンパクトなリーマン多様体 (M,g)において， aをレビ・チビタ接続▽
に関して平行な 1次形式とする．このとき，任意のぽ閲形式は， a-完全形式である．
定理 2.2より， Vaisman多様体の Lee形式は平行であることから，この基本 2次形式 Q
は -w-完全形式となるさらに，可解多様体の場合について次が成り立つ：
命題 2.3.[18]. (いG,g,J)を局所共形ケーラー可解多様体とし， (g,〈，〉，J)をその局所
共形ケーラー可解リー環とする．このとき， Q がーWー完全形式ならば， Q。もーWo—完全形
式となる
定理 2.2,命題 2.3より， (r¥G,g, J)が Vaisman多様体ならば(〈,〉,J)の甚本 2次形
式 Q。はーWo—完全形式となる．
3 主定理の証明1
(9, 〈,〉，J)を前章で得られた局所共形ケーラー可解リ一環とし， w。をその Lee形式と




nコn(l= [n,n]コn<2l= [n, n(l]コ・・・コ n<r)コn(r+l)= 0, 
但し，砧+1l= [n, n叫であり， n(r)ヂ0とするまた，iをr::,:1のとき n(rl,r = 0のと
き [9,9]とする．
次が成り立つ：
命題 3.1.(〈,〉,J)が Vaisman構造ならば，その基本 2次形式糾は次で与えられる：
Q。=d-w0'T/o = -Wo I¥'T}o + d'T}o, 
但し， 'T}o= kw0 o J (k E艮）とする．
Proof. (,)を〈，〉から誘導される /¥9*上の内積とする局所共形ケーラー可解リ一環
において，シュワルツの不等式





0=▽ JAWo(JA) = -wo(▽ JAJA) =一〈A,▽ JAJA〉=-〈[A,JA], JA〉
となり，主張を得る．
a上を〈，〉に関する aの直交補空間とする次が成り立つ：
命題 3.2.[18] (〈，〉,J)の基本 2次形式 Q。が，
Q。=d-wo'T/O = -Wo I¥'T}o + d'T}o, 
但し， 'T}o= kw0 o J (k E股），と与えられるならば， JiC [g, g]-1となる．
Proof. Z E n C[g, g]とXE[g,g]に対して， [Z,X]=Oより，




定理 2.2,命題 2.3より， Vaisman可解多様体 (r¥G,g, J)についても，命題 3.2は成り立
つことに注意する．
命題 3.1,命題 3.2より，次が成り立つ：
定理 3.3.(〈,〉，J)がVaisman構造ならば， JnC [g,gドとなる
系 3.4.(g, J)を複素構造をもつ可解リ一環とする このとき， JZE [g,g]を満たす
ZE的 (r: 1)が存在するならば (g,J)はVaisman構造をもたない
系 3.5.(cf. [10])可解リ一環 gを， g= (l区 [g,g],但し， aは可換な部分リ一環とする．
このとき， <limn>dim aならば， gはVaisman構造をもたない特に， [g,g]が可換なと
き， dim[g,g]>½<limg ならば， g は Vaisman 構造をもたない
Vaism皿多様体である Kodaira-Thurston多様体は， JnC [g,gドを満たす．また，第 6
章において，系 3.4,系 3.5を用いて，井上曲面や Oeljeklaus-Toma多様体は Vaisman構
造をもたないことを示す (cf.[4], [10], [13]). 
4 条件 2を満たす局所共形ケーラー可解リ一環について
(g, 〈，〉，J)を局所共形ケーラー可解リ一環とし， W。をその Lee形式とする本章では，
Jn C [9,9]上を満たす局所共形ケーラー可解リ一環 (9,〈,〉，J)について考える
各 iについて，任意の XE9の随伴作用によって nりは保存され，また，凪司 =0が
成り立つことに注意する．これより，次を得る：
補題 4.1.Z, Z'Enに対して，次が成り立つ：
[JZ, Z'] = [JZ', Z], [JZ, JZ'] = 0. 
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Proof. Z, Z'E nに対して，
0 = [Z, Z'] + J[JZ, Z'] + J[Z, JZ'] -[JZ, JZ'] 
J{[JZ, Z'] + [Z, JZ']} -[JZ, JZ'] 
が成り立つ.[JZ, Z'], [Z, JZ'] Enより， J{[JZ,Z'] + [Z, JZ']} E [g, gドであるよって，
主張を得る． ロ







dS10(JU, V, JW)遣 o([JU,JW], V) +糾([V,JW], JU) 
Wo I¥糾(JU,V, JW) -St。([JW, V], JU) 
w。が閉形式で，nC [g,g]であることから，
w0AD。(JU,V, JW) = w0(JU)糾(V,JW) + w0(JW)糾(JU,V) 
= -wo(JU)〈v,w〉+wo(JW)〈u,v〉.
となるさらに，補題 4.1より，
皇 o([JW,V], JU) =翡([JV,W], JU) 
となる．よって，
贔 (JV,W, JU) -D。([JV,JU], W) + D。([W,JU], JV) 
Wo八D0(JV,W, JU) -D。([JU,W], JV) 












命題 4.3.[18]各iについて，nから iへの {Z1,・・・,Zm}に閲する随伴表現 ad(JZi)の
表現行列 Aiは次で与えられる：
line i 
ai 1 . 叫十w0(JZリ
＊ 
＊ 











定義 4.4.可解リー環 gが強ユニモジュラーであるとは，任意の X Eflにおける随伴表
硯 ad(X)の副への制限が，任意の iについてユニモジュラーとなることである．
Yamada [26]は，可解リー群 Gが格子群rをもつならばこれは強ユニモジュラーであ
ることを示したよって， r2: 1, 即ち， n=n(りのときも，各A;はユニモジュラーとなる．
したがって，任意の iに対して次が成り立つ：











叫 [JZi,z」,A) =〈[JZi,z」,JA〉=〈区(a;+w0(JZj))Zj, JA〉









ど1= -tr ad(A)ln + L叫wo(JZj)+どwo(JZjげ十Lwo(JZ;)2
i, J i, J 
m = o+ L(L外）w0(JZ;) +m L 叫 JZ;げ+z: 叫 JZ;)2
となるよって， (4.2)から，
m = Z:(-w0(JZ;))w0(JZ;) +m L叫 JZ;げ+z: 叫 JZ;)2
m =一こ叫J汀 +mZ:wo(JZ; げ+Z:wo(JZ;)2 








べき零部分リ一環nついて成り立つ ([15],[26]). したがって， [18]の第 2章や [19]の第
3章におけるべき零リー環を， [g,g]ではなく，極大正規べき零部分リー環nに訂正する．
注意 4.8.[18]の第2章や [19]の第 3章における n<りを，n,但し， r2: 1のとき n=n(r),




Jn C [g,gドを満たすならば，これは Vaisman構造となることを示す．
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系4.6より， Z1= JAとしてよいこれより， (4.1)は
A1 = (叩(1))
line i 
A, ~ (叩(i)+ (゜ ・・ -1 ? ，?、?ー?（
??
但し，（叫1))'(知 (i) は対称行列，と表される [18].
補題 4.1より，各 iについて，
0 = [[JZ1, JZi], Z月
[[JZ1,Z月，JZi]+ [JZ1, [JZi, ~ 吋l
-ad(JZi) o ad(JZリzk+ ad(JZ1) 0 ad(JZi)Zk 




と叫l)an(i)= La11(i)a11(l) -ai1(l). 
l l 



























(5.5) a11(1) = a;;(l). 
が成り立つ.(5.5)によって，次を得る：
命題 5.1.a11(1) = 0.
Proof. ユニモジュラー条件，または，強ユニモジュラ一条件より，
0 = tr ad(JZ晶=I: 叫 1)= ma11(1), 
即ち， a11(1)= 0が成り立つ． ロ
主定理の証明 .JnC [9,9ドを満たす局所共形ケーラー可解リ一環は Vaismanであるこ
とを示す．局所共形ケーラー可解リ一環について，次が成り立つ：
定理 5.2.[19] (9, 〈，〉，J)を局所共形ケーラー可解リ一環とし， w。をその Lee形式と
する また， 1。を〈，〉によって誘導される 9*から gへの同型とする． このとき，
〈[1o(wo),Jo "fo(wo)l, Jo "fo(wo)〉=0ならば，（〈，〉，J)はVaisman構造となる
(5.2), 及び，命題 5.1から，ー ad(A)ln= ad(JZ心は
-w!(A)(Z,, • • • , Zm)~(Z,, • • • , Zm) C゜:. ci :) 





例 6.1.(Kodaira-Thurston 多様体 [5])~(n) を (2n+1)一次元 Heisenbergリー環とし，ベ
き零リ一環良 X~(n) 上の局所共形ケーラー構造を考える：
民 x~(n) = span{A, Xi, Y;, Z} 
凶ぷl=Z. 
べき零リー環股 X~(n) に対応するべき零リー群 N は格子群 r をもつ．べき零多様体
r¥N上の左不変な複素構造 Jを JA= Z,Jふ=Y;, 内積〈，〉を {A,Xi,Y;,Z}を正
規直交基底となるもの，と定義すると， (f¥N,〈,〉，J)はVaisman多様体となるまた，
n =nCl = span{ Z}で， JZ= -A E [g,g]J_である．
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注意 6.2.べき零リ一環が局所共形ケーラー構造をもつならば，これは良 X f:J(n)となる
[17]. 
4次元可解多様体の複素構造は，左不変である [7].系 3.4,系 3.5を用いると，井上曲
面は Vaisman構造をもたないことがわかる (cf.[4], [13]) : 
例 6.3.(井上曲面 s+([23], [1], [9]) 4次元可解リ一環51を
釘=span{A,X, Y,Z} 
[A,X] = X, [A, Y] = -Y, [X, Y] = Z. 
とする可解リ一環51に対応する可解リー群ふは格子群rをもち [16],dimH加（いふ）＝




よい ([14],[24]) : 
ふ：ふA=X,Jぷ＝ーA,J1Z = Y, J1Y = -Z, 
み： J2A = X + Z, J2X = -A -Y, J.迄 =Y,みY=-Z.
Z E n(l =nで JiZE [s心 1](i=l,2)より，系 3.4から，これは Vaisman構造をもたな
い(cf.[4], [13], [21]). 
注意 6.4.(r¥S1, 人）は，例 6.3のように，局所共形ケーラー構造をもつが， (r¥S1,J2)は，
局所共形ケーラー構造をもたない [21].
例 6.3を拡張して，次の可解リ一環を考える：
例 6.5.[21] (2n + 2)次元可解リ一環 9nを
恥=span{A,Xi, Y;, Z} 
[A, X] = aiX, [A, Y] = -a;Y, [ふぷl= z (i= 1,2, .. ,n), 
但し， n: 2, ai E Z -{O}とする・9nに対応する可解リー群仇は格子群rをもち，
dimH加（いら） = rank[r, r]¥r = dimが (g砂=1を満たす．
次が成り立っ：
命題 6.6.(cf. [21]) 9nしよ局所共形ケーラー構造をもたない
Proof. 9nが局所共形ケーラー構造(〈,〉,J)をもつと仮定し，その Lee形式を w。とす
る.dimgn/[g心 ]=1より， 1o(w0)E span{A}となることに注意する．各 iに対して，
〈JZ,Xi〉＝一〈Z,JXi〉＝―糾(Z,Xi)
＝ ー 糾([X叫],Xi) =贔(XJ,Yj, Xi) = wo I¥糾(XJ,Yj, X』=0




例 6.7.(井上曲面 s0[23]) 4次元可解リ一環 52を
的=span{A,X, Y,Z} 
[A, X] = 2aX, [A, Y1] = -aY1 + bY;, [A, Y;] = -aY2 -bY1, 
但し， e2a,e-a十vCfb,e-a-vCfbはBES1(3,Z)の固有値，とする可解リ一環的に対応する
可解リー群ふは格子群rをもち [18],dim HiJRげ＼ふ） = rank[f, f]¥r = dim H尺的） =1 
を満たす．可解多様体 r¥ふ上の左不変な複素構造 JをJA=X,JYi=Y;,内積〈，〉を
{A,X, Yi, Y2}を正規直交基底となるもの，と定義すると，（いS2,〈,〉,J)は， Lee形式が
平行でない局所共形ケーラー多様体となる．また，［的和］は可換で dim[豆列 >½dims2
より，系 3.5から，これは Vaisman構造をもたない (cf.[10], [13]). 
注意 6.8.(cf. [10]) Oeljeklaus-Toma [12]は，井上曲面 soを拡張して， Lee形式が平行
でない局所共形ケーラー多様体を構成したこれを Oeljeklaus-Toma多様体というこ
の多様体は可解多様体の構造をもち， [9,9]=酎+2を滴たす可解リー環 9=艮kI><酎+2
によって与えられるしたがって，系 3.5より， Oeljeklaus-Toma多様体は Vaisman構造
をもたない
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